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К Р А С Ч Е Т А М У П Р У Г И Х МОДУЛЕЙ 
И Ф О Н О Н Н Ы Х С П Е К Т Р О В К Р И С Т А Л Л О В 
МЕТОДОМ Ф У Н К Ц И О Н А Л А ПЛОТНОСТИ 

Н. Е. Зейн 

П р е д л о ж е н а л г о р и т м д л я вычисления упругих м о д у л е й и ф о н о н н ы х с п е к т р о в к р и с т а л л о в 
в н е р а м о к т е о р и и в о з м у щ е н и й п о псевдопотенциалу с у ч е т о м э ф ф е к т о в обмена и корреляции 
в неоднородной э л е к т р о н н о й ж и д к о с т и методом ф у н к ц и о н а л а п л о т н о с т и . 

В настоящее время активно развивается метод вычисления энергии связи,-
а тем самым и равновесных свойств кристаллов методом функционала плотности 
(ФП) . Этот метод применяется в тех случаях, когда потенциал (псевдопотенциал) 
взаимодействия электрона с ионом немал и его влияние нельзя учесть по теории 
возмущений. Б о л ь ш а я величина взаимодействия приводит к существенной не­
однородности в распределении валентных электронов в пространстве, и учет 
эффектов обмена и корреляции в этой неоднородной электронной жидкости 
производится методом Ф П [ 1 э 2 ] . При этом энергия основного состояния может 
быть в принципе вычислена точно и сравнительно просто, энергии же электрон­
ных возбуждений вычисляются неправильно, что и является своеобразной платой 
з а простоту метода [3' 4 ] . Таким образом, были вычислены энергии образования 
и равновесные объемы большого числа полупроводников [ б] и ряда переходных 
металлов I1» 6 ' 7 ] в отличном согласии с экспериментом. Д л я самого Ф П в этих 
расчетах использовалось локальное приближение [ 4 ] . В рамках данного метода 
в этих веществах были вычислены также модули сжатия и частоты фононных 
возбуждений для нескольких волновых векторов из зоны Бриллюэна [ 8 ] также 
в хорошем согласии с экспериментальными данными. 

Расчет и модуля сжатия, и частот фононов проводился в этих работах так 
называемым методом замороженных фононов [б' 8 ] , т. е. ионы смещались от их 
равновесных положений в кристалле на вектор U R = W q 0 c o s q 0 R . Далее для не­
скольких и\0 вычислялась энергия искаженного кристалла и ее численным диф­
ференцированием получалась динамическая матрица (q 0 ) для данного q 0. 
Недостатком этого подхода является то, что как следствие вычисления могут 
быть сделаны лишь для нескольких q 0 , когда искаженная решетка имеет малый 
период, так как в противном случае -и объем вычислений становится слишком 
большим и без того высокие требования к точности вычислений еще более воз­
растают [ 8 ] . , 

Другой основой для вычисления спектров фононов в кристаллах может слу­
жить выражение (q 0 ) через обобщенную восприимчивость % (q, q' , q 0 ) кри­
сталла [ 9 ] . Однако если взаимодействие электрона с ионом велико, то недиаго­
нальные элементы матрицы х (<Ь ч\ Чо) немалы и ее вычисление становится прак­
тически невозможным, поэтому данным методом были произведены вычисления 
лишь в полуфеноменологических моделях [ 1 0 ] . 

В данной работе предложен вычислительный алгоритм для нахождения (q0) 
и упругих модулей кристалла в р а м к а х метода Ф П , позволяющий явно не вы­
числять всю х (?» ч'» Чо) и т е м самым резко сократить объем вычислений. Он не 
требует численного дифференцирования энергии искаженного кристалла и по-
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зволяет вычислять как упругие модули, так и фононные частоты для произволь­
ного q 0 . 

Как известно [ u » 1 2 ] , упругие модули кристалла могут быть получены или 
непосредственным дифференцированием энергии кристалла по однородным иска­
жениям решетки — так называемые статические модули, или выражены 
через скорости акустических фононов — так называемые динамические модули. 
Оба метода при последовательном вычислении, конечно, дают один и тот же 
результат, поэтому вначале будут получены выражения для статических моду­
лей, далее — для динамической матрицы с произвольным q 0 . Коротко обсужда­
ются переход выражений для динамических модулей в их статические аналоги. 

Обсуждается также возможность вычисления данным методом упругих мо­
дулей и фононов в переходных металлах. 

1. С т а т и ч е с к и е у п р у г и е м о д у л и к р и с т а л л а 

В методе Ф П энергия кристалла имеет следующий вид t 1 ] 

EjN = EJN + bZ/Q + Ue (0, 0 ) Z + ФХ6 - Q J Vsa (g ) p (g) -
g=#> > 

Q 4rce 2 1 V 4 ! 

т Z p ( g ) p ( - g ) + ж 2 £ V 0 V ' { 1 } 

g^o v 

e v = l , если e v < e ^ , и в * = 0, если e v > e ^ , eF — энергия Ферми, определяемая 

из условия Z = - ^ - e v — собственное значение с волновым вектором q 
v л 

и спином а в зоне v ' ( v = { q , a, v'}) уравнения Шредингера # q c p v = = e v c p v с соб­
ственным вектором <pv(g), нормированным так, что 2 | < р * [ 2 = 1 , а матрица Hq 

в ^-представлении имеет вид Н = 2* -f - V 
(q + g ) 2 . ^ g r e r e r ( « + 7 g g ' № - 7 ^ ( 0 ) ^ ; ^ ( q ) - W 2 • 

V (q) = Ue(q + g , q + g') + V. (g - g ' ) + F „ (g - g ' ) + ^^-Iv I 
(2) 

(3) 

Uе(Ч + S> 4 + g') — нелокальная часть псевдопотенциала, F e ( g ) — локальный 
псевдопотенциал в ^-представлении. Обменно-корреляционная часть потенциала 
определяется как 

Vхс (g) = i \ d*rVX0 (г) е-**; Vхс (г) = ЬФХСЩ (г); 
2 

р (г)=лш2е v*(r) ?v (r); f (г)=2 ?v(g)
 eigt; 9 ( g ) ^ i-! ^ w 

v g - 2 

Ф л в — обменно-корреляционный функционал, для которого берется некое при­

ближение. В локальном приближении Ф я в = | d*r (& х е (р (г)) р (г), где в л с ( р ) — 

обменно-корреляционная энергия однородного электронного г а з а , которая была 
численно вычислена для нескольких р в [ 1 3 ] и аппроксимирована на весь интер­
вал р в [ 1 4 ] . В этом приближении Vхе (г) = \хх9 (р (г)) = д ( s J p ) р ) . bZ/Q — 
некулоновская часть псевдопотенциала с g = 0 [ 1 2]: bZ/Q = lim (Ve (q) -f- 4nZe2lq2). 

Если самосогласование включает и остовные, и валентные электроны, т. е. ис­
пользуется не псевдопотенциал, а полный потенциал иона, то Ue=0, 6 = 0 , 
Ue (r)=—Ze2/r. Строго говоря, схема Ф П может быть применена лишь к локаль­
ным (псевдо)потенциалам, однако имеющийся опыт [х> б» 6» 7* 8 ] указывает на 
то, что с практической точки зрения схема может быть применена и к потенциа­
лам с нелокальными добавками, сосредоточенными в области остова. Подробнее 
этот вопрос обсуждается в Заключении. Наконец, Ет есть энергия взаимодей-
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ствия точечных ионов с зарядом Z на однородном фоне компенсирующего за­
ряда и при расчетах с псевдопотенциалом, который действует лишь на валент­
ные электроны (Z к а к р а з есть число этих валентных электронов). 

Система соотношений (2), (3) обычно решается итерационным методом, 
в результате чего получаются самосогласованные значения р (г), з^и с и х помощью 
вычисляется энергия Е из (1). В дальнейшем для упрощения обозначений везде 
будет подразумеваться случай кубической решетки с одним атомом в ячейке и 
локальное приближение для Ф Л С , хотя, конечно, все указанные ниже соотноше­
ния выполняются и для произвольного Ф с очевидными заменами ^ (г ) -» 
- * У л ; с ( г ) = 8Ф/8р(г) и т ( г ) 8 ( г — г , ) - > / ( г , г') = 8 2 Ф /8р(г)8р(г') . 

Для получения упругих модулей Са^8 = д2Е/ди^ди.[В возьмем решетку 
с R'a = i?^ (8^ - { - иар) и тем самым обратными векторами g': (g' • IT) = (g . R) 
и неявно продифференцируем ее энергию (1) по Вообще говоря, при этом 
возникают и первые, и вторые производные дв^/ди^, д^/ди^ди^, ду^/ди^ 
d2<oy/duapdulb, но вторые производные в основном исчезают из-за самосогласован-
ности потенциала в методе Ф П , т. е. уравнения 

Vxc(*) = №xcl*?(&> (4) 

тем самым Са^ выражаются лишь через первые производные д^/ди^, ко­
торые легко вычисляются самосогласованным образом параллельно с вычисле­
нием и согласованием с р \ Д л я первой производной dE/duap=—pQb^ эта ком* 
пенсация членов позволяет вычислять р , зная лишь c p v и dVJdua^ что и состав­
ляет содержание теоремы Хеллмана—Фейнмана и как следствие ведет к теореме 
вириала [ 1 5 , 1 6 ] . И т а к , для дЕ/диа& получаем 

(5) 

дБ дЕт bZ 1 ^ д ( 1 \ „ Л Е Г , (0 , 0) L 

+ \ д*г (гхс - р (г) + w £ ^ (в) -^гг f ( « ' ) @ "
 п

 ( g ) = Q ? (g ) = »g 

^ ь gg' 
B.u'.= Tw + v'te-& + u*to + *> ч + в ')-(МО) + гмо, о))Ъщ. 

При дифференцировании (1) возникают также члены ^ " ^ ^ ( ^ — З о " " ) ^ * 

которые обращаются в нуль в силу определения deFidu^ 

Аналогично для второй производной получаем, используя тождества, возни­
кающие при дифференцировании (4) по и а 8 

с-м - тф;,+тг ( V , . + + г 2 е ' (»' <•')+ 

^ 2 ( ^ ' - ) e - ^ ) " + i 2 ( ^ j ' ) ( ^ - ^ ) - + « * . . и 

где ( c p N Л ^ ) означает ^ ?** (g) ^ggV (§')* самосогласованно определяется из 

,(6), в . 7 ^ = ( ^ £ 9 ' Н ^ ^ + Й ) ^ ) и ' н а к о и е ц ' 
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W - ^ i / ' , dz l 1 \ j ^ g <? / 1 \ <^g д ( 1 \ \ 
+ 2 l"i 5 a a S d « r S

 + Пе du^ d a T 3 W 2 ) + " « 0" T8 < K ? W )) * ( 8 ) 

В свою очередь 

dVj (g) 1 f д? (r) p (g) . , ч , , u dft (?) , 

д (P (r) Q) 
(9) 

(10a) 

S^Wt^t-0- ( 1 0 6 ) 

Тем самым аналогично (1)—(3) ответы для Са^ь из (7), (8) получаются после 
самосогласованного решения системы уравнений (6), (9), (10). Определитель 
системы (10а) равен нулю, но дополнительное условие (106) регуляризует реше­
ние, и на практике решение системы (10) вполне устойчиво и происходит одновре­
менно с нахождением V , не занимая заметного времени. Вообще самосогласова­
нно систем (2), (3) и (6), (9), (10) удобно вести параллельно. 

2 . В ы ч и с л е н и е д и н а м и ч е с к о й м а т р и ц ы 
м е т о д о м Ф П 

Вновь для простоты рассмотрим случай кубического кристалла с одним ато­
мом в элементарной ячейке, что удобно тем, что все вычисляемые величины будут 
действительными. С принципиальной же точки зрения общий случай не отли­
чается от данного. Пусть каждый атом смещается от своего положения равно-

весия на К к = у ut(eiq°n - f - e ~ i q ° R ) . Это приводит к возмущающему гамиль­

тониану ДС7J = 2 (Ue (r<t — ^ а — ur) — Uв (г<л — ^ а ) )« Из-за этого возмущения 
R 

меняются собственные значения e v и собственные функции < р \ что в свою 
•очередь приводит к изменению плотности 8д а . В первом порядке по zij 

Ы* - щ [nl (г) e< W + nlqQ (г) n*qQ (г) = ^ в ' Н * ^ + 
(11) 

где фд'о" (г + R ) = (г) e f ( l R и тем самым может быть разложена в ряд Ф у р ь е 
по g. Изменение плотности в свою очередь вызывает изменение самосогласо­
ванного потенциала 8PJ—87 4 . /8р(г)8тг72, так что ф£ о *(г) определяется полным 
изменением потенциала 8J7e = 8i7*-f-2>^r Тем самым вновь возникает самосо­
гласованная система уравнений, и вновь условие (4) позволяет удерживать 
при вычислениях D^(q0) лишь первые члены в разложении c p v и по гг;, 
т . е. представить их в виде (11). Действительно, изменение полной энергии 
"в первом порядке по и% 
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где члены с W. исчезли из-за условия (4) и 3e v /3ttJ = (^f^^J^^i^^y 
Так как Q и g теперь не меняются, а меняется лишь плотность, то членов 
аналогичных (3 /du a ( 3 ) ( l /Qg 2 ) , в отличие от случая статических модулей вообще 
не возникает. ЬЕг — 8£ / в , и поэтому при дальнейшем варьировании нужна 
лишь первая производная от п(г) по и%. Изменение 8 s v , как будет видно иг 
дальнейшего, вообще происходит лишь во втором порядке по a j , и поэтому 
в данном случае члены с интегралом по поверхности Ферми также не появ­
ляются. 

Вообще из вида 82? х следует, что 

d*Eldutdu? = ~ ^ e V д2#е1дЩди& + (dUe (т)/дЩ) Ьп (г)/*У, (г') (dUJd4) (г'). 

т. е. возникают обычные формулы для динамической матрицы кристалла [9], 
так как по определению 8тг(г)/8У в(г') = х ( Г > r ' ) [ 1 7 ] - ^ принципе, сравнивая 
полученные ниже выражения для Ьп* с ^ДС/", можно было бы вычислить 
X (g> g') к а к реакцию системы на AF (г) = е{&ЬУ (g), однако гораздо удобнее 
с вычислительной точки зрения выписать систему уравнений непосредственно 
для 8cpvCC. Другим важным отличием приведенных ниже формул является то, 
что вместо нахождения всех собственных значений системы как выше, так и 
ниже eF система линейных уравнений для ф ^ * решается итерациями только 
для тех v, где e v < e y . 

Итак, варьируя ЬЕг и подставляя 8тга из (11), получим выражения для 
динамической матрицы Z) a P (q 0 ) ] 

№ Ы - D* (qo) = ^ 2 * (qo) " (qo) ̂ ) + 
+ [ft*, ( - q o ) ^) - (Ф!:|0Г ̂  ( - q 0 ) *')] + a ^ p + -1 ^ °V 

ГО (qo)J gg' 
:(^o + ^ - ^ ) a ^ ( q o + q + g , q + g ' b 

(12) 

где -Djf (q 0 ) — вклад от взаимодействия точечных ионов с зарядом Z и в слу­
чае локального псевдопотенциала [Г ; (q 0)]gg' = (qQ + g — g ' ) a ^* (19o + g + g' I)-
Так как при q 0 = 0 из-за правила сумм Z) a p (0) = 0, то удобно перейти от 
матрицы D^(q0) к Da^(q0) =B*(q0) — 5 a p ( 0 ) 8 a ? [ 1 2 ] . При этом для локального-
псевдоиотенциала последнее слагаемое в (12) вообще исчезает. 

Для завершения вычислительной схемы определим самосогласованное из­
менение с ! Л *. Так как 8<ра ~ е ± г '^ г и 8^ а ~ е ± г ^ г , то и изменение bV. ~ е±*<*°г. 
Тем самым изменение полного потенциала oU ~ e ± t q ° r и связывает в первом 
(и, как выяснилось, единственно нужном) порядке по Щ состояния с <р^ и с р * + ? о , 
поэтому 

( ^ q + 4 o - е ' ) f a Йо) * * (qo) = * S (q0) + t } (q 0), 

< (g - g ' ) i f (13) 

где / ( г , г') = ЬУа:с(т)/Ьр(г') = 82Ф/8р (г) Sp (г') и в локальном приближении это 
есть просто 8 (г — г') у (р (г)), где у (р) — сжимаемость однородного электронного 
газа. Равенство, аналогичное ( 1 3 ) , существует и для — q 0 . 

При q 0 - > 0 система (13) имеет конечное и вполне определенное с точностью 
до члена, пропорционального ср\ решение ф о ' а ( г ) - Его вид легко найти из 
соображений трансляционной инвариантности при движении кристалла как 
целого 

Фо'" (£) = - ( ? + * ) V ( g ) ; Р 8 М = - ^ р г ; * J ( 0 ) = [f4 (14а) 

3032 



л тем самым 
Г * (0) = [ ? ' * , Я ] , (146) 

где Т*д, = Ъдд, (g a + £ а ) — производная кинетической энергии по импульсу q: 
f,az=dT/dqa. Непосредственной проверкой можно убедиться, что система (14а) 
самосогласована и по сути есть правило сумм, вытекающее из трансляционной 
инвариантности [ 1 8 ] . Так как наблюдаемой величиной является D*^(q0), а не 
5 a P ( q 0 ) , то удобно перейти к «(г) = ф;.«(г) - ф ^ а ( г ) и f а (q 0) = Г а (q 0 ) — Г а (0 ) . 
Тем самым (13) переходит в 

(6*НЬ - О W - ^ Й0) f + (^q+qo ~ " q) f'V ~ X J ' « ( Я ^ - ( 1 5 ) 

}j>a — произвольное число, и его выбор не меняет окончательных ответов, 
поэтому Х0 удобнее выбирать так, чтобы придать большую устойчивость решению 
системы (13), (15), в частности его можно находить из предела q 0 -> 0 , когда 
оно жестко определяется разрешимостью уравнений в первом порядке по q 0 . 
Вновь, как и при вычислении статических модулей упругости после самосогласо­
ванного решения системы (11), (13), (15), мы получим Da? (q 0) из (12), но теперь 
это самосогласование надо делать для каждого q 0 . 

Наконец, можно убедиться, переходя к пределу q 0 -+ 0 , что динамические 
модули, полученные из (12), совпадают для локального псевдопотенциала со 
статическими, полученными из (8) . При этом самосогласование решения (13), 
(И) приводит к ряду тождеств типа Уорда, которые существуют в однородной 
электронной жидкости [ 1 9 ] . Для нелокального псевдопотенциала эти тождества 
нарушаются, так как в принципе метод Ф П правильно описывает реакцию си­
стемы лишь на локальный внешний потенциал, а для нелокального является 
вариационным приближением, так к а к теперь ZE/bVe (г, г ' ) = р (г, г ' ) т ^ р (г) [ 2 0 ] . 
С практической точки зрения, например для переходных металлов, успехи в в ы ­
числении их свойств методом Ф П с нелокальными псевдопотенциалами говорят 
о том, что нарушения будут малыми. Тем не менее сравнение двух пределов (8) 
и (13) может дать оценку этих эффектов нелокальности, которую трудно полу­
чить иным образом. 

Остановимся на соответствии полученных результатов имеющимся в настоя­
щее время и перспективах данного метода. С точки зрения физических прибли­
жений, данный метод адекватен применявшемуся в [б* 7 ] методу замороженных 
фононов и тем самым должен столь ж е хорошо описывать те несколько случаев, 
когда вычисления методом замороженных фононов удалось провести. С другой 
стороны, с вычислительной точки зрения данный подход удобнее, так как позво­
ляет избежать численного дифференцирования энергии, которое трудно выпол­
нить с надлежащей точностью. Вместо этого непосредственно вычисляется ко­
нечный ответ. Кроме того, в данном подходе яснее видна связь с общими форму­
лами типа [ 9 ] и случаем теории возмущений. В частности, он позволяет непо­
средственно вычислять матрицу х (g> g\ Чо) без вычисления всех собственных 
значений e v к а к выше, так и ниже в*.. При Ve (g)/sj? < ^ 1 видно, что формулы (12), 
(13) переходят в обычные формулы теории возмущений с приближением для 
II(q)=n o (д 0)/(1 — уП 0 (д0)) [17, 20], если Ф ^ вычисляется в локальном прибли­
жении, что противоречит поведению П на больших д, где П ~ П 0 (д)/(1 — 
— а П 0 {q)/q2). Тем самым вопрос о точности локального приближения для Ф П и 
важности этой области больших д, видимо, еще требует исследования. 

В принципе же предложенный алгоритм позволяет вычислять и и 
^ (Чо) с любыми, в том числе и нелокальными, аппроксимациями для Ф ^ и 
при любых q 0 . Для реального осуществления данной схемы, конечно, необхо­
димы меры по уменьшению размера области существенных g. Т а к , в переходных 
металлах для этого необходимо перейти к псевдопотенциалу, действующему 
лишь на валентные электроны. Такой; псевдопотенциал может быть или перво-
лринципным, к а к в [ 2 ] , или модельном, однако в обоих случаях он немал и не­
обходима его комбинация с представлением модельного гамильтониана [21К 

Автор благодарен В . Г . Ваксу за обсуждения данной работы. 
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